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1 Perusteet ja oletukset

Solow’n tai Solow-Swan kasvumalli on ensimméinen ja helpoin tapa ldhestyéd talouskasvua. Sa-
malla se antaa pohjan myohemmille malleille dynaamisessa makroteoriassa. Mallissa tuotannon
tekijoiden — eli tyovoiman L(t), padoman K (t) ja teknologian A(t) — kehitys ajassa johtaa BKT:n,
Y (t), kasvuun. Talloin ndiden muuttujien dynamiikan vaikutusta talouskasvuun voidaan mallin-

taa.

1.1 Oletukset

1. Aika on jatkuvaa t € R,. Diskreetin ajan malleissa aika saa vain kokonaisluku arvoja

t=0,1,2,.... Huom! havaintomme maailmasta ovat aina diskreettissi ajassa.

2. Yksi hyddyke, joka voidaan syoda tai investoida (esim. vilja).
3. Ei valtiota, G = 0, eikd ulkomaankauppaa NX = 0 = huoltotase Y = C + 1.
4. Tuotannon tekijit ovat taydessa kiytossa.
5. Tuotannon tekijoiden oletuket:

e Tydvoima kasvaa asteella n: L(t) = Loe™, Lo annettu.

e Teknologia kasvaa asteella g: A(t) = Agedt, Ay annettu.

e Tistd seuraa, ettd K (¢):n on oltava endogeeninen muuttuja.

6. Oletetaan tuotantofunktion olevan Cobb-Douglas-tyyppinen eli Y (t) = F(K (t), A(t)L(t)) =
K(t)*(A(t)L(t))' =%, missd 0 < o < 1. Tami tuotantofunktio muiden oletusten ohessa var-
mistaa, ettd K/Y-suhde pysyy vakaana. Siis, A(t):m ja L(t):n pitdéd olla multiplikatiivisia,
jolloin tuotantofunktiota kutsutaan Harrod—neutraaliksiJl‘ Voidaan osittaa, ettd tdma tuo-

tantofunktio tayttdd NEOKLASSISEN TUOTANTOFUNKTION oletukset:

e Vakiot skaalatuotot: molempien panosten kertominen samalla vakiolla, ¢, kasvattaa

! Jos tuotantofunktio on muodossa Y'(t) = A(t)F (K (t), L(t)), kutustaan sitd Hicks-neutraaliksi.



tuotantoa vakion c¢ verran. Siis,

F(cK,cAL) = (cK)*(cAL)'™® (1)
_ caKozclfa(AL)lfa (2)
= cKY(AL)'™® = ¢cF(K, AL) = cY. (3)

Tésté seuraa, ettd yrityksen koolla ei merkitysté sithen, miten yritys valitsee pddoman
ja tyovoiman suhteen (riippuu parametreista ja tuotannon tekijoiden hinnoista). Voim-

me analysoida vain yhté yritysta!

Positiiviset ja vihenevit tuotot panoksille: Panosten kasvattaminen lisdé tuotan-

to, mutta tuotannon lisdyksen suuruus pienenee, kun panoksen méaaré kasvaa. Siis,

oF 0*F
ok~ er <Y @
OF O*F
a0 =’ )

Téamakin oletus on intuitiinen ja myShemmin sen téarkeys paljastuu. Kuvio piirretaan

tunnilla.

Inada ehdot: Molempien panosten tuottavuus ldhestyy nollaa, kun panoksen méara

lahestyy daretonté, ja toisaalta panoksen ldhestyesséd nollaa tuottavuus on déreton. Eli

. (OF\ . [OF\

i, (5 ) = 1 (57) = ©)
. oF . oF
£, <3K)—££I;o (aL>—0- @)

Tamaé oletus varmistaa, ettd panokset pysyvét positiivisina ja dérellisié.

Panosten valttamattomyys: Edelliset oletukset jo implikoivat tdmén, mutta joskus

my0s tama oletus lisdtédn listaan. Siis, jokaista panosta tarvitaan aina positiivinen



maéara, jotta tuotanto pysyy positiivisena:

F(0,L) = F(K,0) = 0. (8)

1.2 Muuttujien intensiivimuoto

Koska A(t) ja L(t) kasvavat koko ajan, on mallin analysointi tilldisenddn vaikeaa. Esimerkiksi
keskeisen kasitteen “steady state” eli “lepotila” maéaritteleminen olisi vaikeaa panosten jatkuvan
kasvun takia. Vakioskaalatuotot mahdollistavatkin sen, ettd voimme siirtyé ns. intensiivi muotoon,

jossa kaikki muuttujat ovat jaettu tyontekijoiden maaralla ja tuottavuudella:

Y(AL)™' = (AL)"'F(K,AL) = K“(AL)'~®(AL)™! (9)

y = [f(k) =k, (10)

misséy:X—Ljak:A—KL.

1.3 Kasvuasteet ja logaritmit

Mallien ollessa dynaamisia tarvitaan usein kasvuasteita. Aloitetaan diskreetilld ajalla, jolloin

muuttujan z; kasvuaste periodien t — 1 ja ¢ vélilla, jota merkitdén g, (¢,¢ — 1), on

Tt — Tt—1

Lt —1) = -l 11
9 ( ) o (11)
1+ g.(t,t—1) = Tt otetaan log (12)
Tt—1
log(1+4 g.(t,t — 1)) = g.(t,t —1) =~ log (f) =logx; —logxi—1 = Alogz:.  (13)
t—1

Huomaa, ettd approksimaatio log(1+ g, (t,t — 1)) &~ g, (t,t — 1) perustuu 1. asteen Taylor approk-
simaatioon, ja pitdd paikkansa vain g,:n pienilla arvoilla!

Siirrytaan jatkuvaan aikaan, ja merkitaéan & (t) = dzgt) . Otetaan seuravaksi derivaatta ajan suhteen




log x(t):sta:

dloitaz(t) _ ig; — 0 (0), (14)

missd g, (t) on muuttujan = kasvuaste hetkelld ¢.2 Osoitetaan, ettéi viimeinen yhtisuuruus pitis

paikkansa (approksimatiivisesti). Derivaatan mééritelmaéd kiyttden saadaan

x(t+ At) — x(t)

=N )
. x(t+At)—x(t)
@ - lim — At (16)
x(t) At—0  z(t)

annetaan At:n olla pieni, esim. 1

: 1)
gty = 202XV =2l _ b 1)~ Aloga (17)

x(t) x(t)

Viimeinen yhtalo osoittaa, ettd voimme helposti siirtya diskreetin ja jatkuvan ajan valilla, kun kas-
vuasteita tarkastellaan. On tdarkedd muistaa, ettd tdmé on ainoastaan mahdollista, kun muutokset

x:ssd ovat pienia.

2 Solow’n malli

Aloitetaan Solow’n mallin jéljelld olevista oletuksista. Téssd malli johdetaan tarkemmin kuin
Romer:n kirjassa, koska tasapainon késitettd halutaan kiyttda. Kuitenkin malli johdetaan hyvin

16ysasti selkeyden sailyttamiseksi.

Mallissa on kaksi toimijaa kotitaloudet ja yritykset, jotka osallistuvat kolmelle markkinalle: tyGvoima-
, pddoma- ja hyodykemarkkinoille. Kayttaytyminen markkinoilla johtaa siihen, ettd markkinat

ovat tasapainossa. Tarkastellaan seuraavaksi miten.

?Huomaa, ettid tdmi on mahdollista médritelld vain jatkuville muuttujille.



2.1 Kotitaloudet

Kotitaloudet ovat identtisid, ja ne sééstévat osan s € (0,1) tulositaan eli sddstdminen saadan
S(t) = sY(t), missd Y on BKT tai kansantalouden tulot. Kotitalouksien omistaessa kaikki tuo-

tannontekijat saavat he kaikki yritysten tulot, Y (¢), itselleen. Talléin kulutus on

Ct) = Y(t)—S(t) = (1—s)Y(t) tai (18)

ct) = (1=s)y). (19)

e Kotitaloudet eivit maksimoi mitdan tai hyotyfunktiota ei ole méédritelty, jolloin mitdéin
hyvinvointi tuloksia ei voida johtaa. Kotitaloudet onkin mallinnettu keynesildisen tradition

mukaan.

e Téamaén lisdksi kotitaloudet vuokraavat pddomaa ja tybvoimaa K (¢):n ja L(t):n verran yri-
tyksille joka ajanhetki. Kumpaakaan muuttujaa kotitalous ei varsinaisesti paata. Tosin, sdas-

tamisen ja padoman vililla on riippuvuus, kuten tullaan huomamaan.

2.2  Yritykset

Tarkastellaan edustavaa yritysté, jolloin yrityksen voidaan ajatella maksimoivan aggregaattimuut-
tujia. Oletetaan téydellinen kilpailu hyodyke- ja tuotantopanos markkinoilla, jolloin edustava yri-
tys (tai yritykset) ottavat hinnat annettuna. Yrityksen maksimointi ongelma on

nax = F(K,A(t)L) — R(t)K — W (t)L, (20)

misséd R(t) = r(t) + 0. Pddoma kuluu asteella 6 € (0, 1), jolloin r(¢) on korkotaso taloudessa.
Liséksi yrityksen ajatellaan pystyvin vuokraamaan padomaa ja tyovoimaa “spot-markkinoilta”
tiettyyn hintaan, jolloin voittojen nykyarvon maksimointi taaltda tulevaisuuteen on sama asia
kuin voiton maksimointi joka hetki. Yrityksen ongelma on siis staattinen. Esimerkiksi pddoman

adjustointikustannusket muuttavat asian, johon palataan mychemmin.



Yrityksen 1. asteen ehdot ovat seuraavat

W(t) = FL(KA®DL) o (21)

R(t) = Fg(K A(t)L), (22)

w(t) = f(k() — k@) f (k) ja (23)
R(t) = f/(k(t)). (24)

Koska yritykset eivit tuota voittoa (tdyd. kilp.), ne jakavat kaikki tulonsa tuotannosta Y takaisin

kotitalouksille panosten vuokrana. Katso tarkemmin harjoitukset.

2.3 Paidoman kumuloituminen

Koska muut panokset L(t) ja A(t) ovat annettu eksogeenisina, on padoman kumuloituminen
keskeistd Solow’n mallissa. Pddoman lisdykset ovat investointeja I(¢) ja pddoma kuluu joka hetki

d:n verran, jolloin muutos pddoman maarassi, K (t), on

K(t) = 1(t) = 0K (1) (25)
A(Kt)(lt,)t) = i(t) — Ok(t). (26)



Nyt halutaan, ettd yhtdlon (26) LHS olisi k(t). Lasketaan %% = 4L(t):

N A <)
K = (A(t)L(t)

dt
K(t)

A(BL() (A1)
huomaa, etti A(t

— O~ G L PAOOLO + AG L)
S SO <O R

T AWML AGL®D) Y

K(t)
= A(t)L(t) _k(t)(n+g)
=
K(t)
T0LE ~ FO+EOm+g
Sijoitetaan yhtélo (32) nyt yhtaloon (26)

k(t) + k(t)(n+ g) i(t) — 0k(t)

k(t)

jolloin saadaan paddoman kumuloitumisyhtéld intensiivimuodossa. Miksi padoma “kuluu” nyt as-

teella (n+ g+ 0)?

2.4 Markkinoiden tasapainoehdot

Jokaisella markkinalla kysyntd = tarjonta, jolloin markkinatasapainot ovat seuraavat:

i(t) = (n+g+6)k(t),

e Tyovoimamarkkinat ovat tasapainossa: L = L(t).

e Pddomamarkkinat ovat tasapainossa: K = K(t).

e Hyoddykemarkkinat ovat tasapainossa: Y (t) = C(t) + I(t) = S(t) = I(t) (tai s(t) = i(t)).

Néamé ehdot péatevat kaikilla ¢:n arvoilla.



2.5 Tasapaino

Aloitetaan pddoman kumulointi identiteetisti (34), joka voidaan muokata seuraavasti

k() = i(t)— (n+g+ 0k (35)

= s(t) — (n+ g+ 0)k(t) (36)

= sy(t) — (n+ g+ 0)k(t) (37)

k() = sf(k(t) = (n+ g+ 8)k(1) (38)
tai

k(t) = sk(t)® —(n+g+0)k(t), (39)

joka on ei-lineaarinen differentiaaliyhtdlo. Témé on niin sanottu Neoklassisen kasvumallin funda-
mentaalinen differentiaaliyhtdlo! Aluksi kédytettiin hyodykemarkkinoiden tasapaino, i(t) = s(t),
jonka jalkeen sa#stdmisen madritelmaa s(t) = sy(t) ja lopuksi tuotanon méaaraytymistd y(t) =

f(k(1)) = k@)

Kirjotetaan se vield diskreetissé ajassa

kiy1 = sf(ke) — k(6 +n+g). (40)

Tasapaino on tarked kasite, joten se vaatii oman méaaritelmén.
Maaritelma 1. Kilpailullinen jarjestyksellinen tasapaino Solow’n mallissa koostuu siten, ettd
padoman, tuotannon, kulutuksen ja panosten hintojen urat [k(t),y(t), c(t), R(t), w(t)];2, tayttdvdt

seuraavat ehdot:
1. Kotitalouksien tulot on y(t) Vt, jolloin kulutus madrdatyy yhtalon (19) mukaan.

2. FEdustavayritys ottaa hinnat annetluna ja maksimot voittoaan, jolloin se wvalitsee padoman

ja tydvoiman tasot siten, ettd yhtdaldt (23) ja (24) pitdavdt paikkansa.

3. Panosten hinnat ja tuotanto y(t), joka on annettua yhtiléssa (10), ovat siten, etti padoma-,

tyovoima- ja hyédykemarkkinat ovat tasapainossa. (Kaksi ensimmdistd tarvitaan ja Walrasin
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laki antaa viimeisen).

e Tarkedd on huomata, ettd tasapainon késite pitaé sisallaan hintojen ja mé&arien urat nyky-
hetkesté (¢t = 0) tulevaisuuteen (00), eiké ainoastaan pistetta: talous on siis tasapainossa,

joka ajan hetki.

e Kaikki muuttujat voidaan ratkaista, kun k(¢):n aikaura tiedetéén. Siis, mallissa on yksi

tuntematon muuttuja k(¢), mutta tarvitsemme sen koko aikauran eikéd vain pistetté.

2.6 Miten analysoin/ratkaisen dynaamisia malleja?

Suoraviivainen tapa hoitaa analyysi on ratkaista differentiaéliyhtéalo (39), joka téssé erikoista-
pauksessa onnistuukin. Monesti ratkaisua ei ole helppo 16ytaa, ja analyysi perustuukin seuraavaan

proseduuriin:

1. Aluksi etsitdén piste, jossa systeemin muutos on nolla. Téssé tapauksessa k; = 0. Tété kn

arvoa kutustaan steady state:ksi. Toivottavaa on, etté talldisid pisteitd on vain yksi.

2. Tutkimalla systeemin kayttéytymista steady state pisteen ymparilla voidaan steady state:n

stabiilisuudesta tehdé paédtelmid, ja samalla mallin kiyttaytymisesté.

3. Siirtyméaurat pitdé ratkaista, jotta mallin siirtymét eri steady state:n vilill& voidaan analy-

soida.

Huom! Proseduurin kohdat 1. ja 2. liittyvét ldheisesti tasapainon olemassa olon ja yksikésitteisyy-
den toteamiseen. Solow’n mallissa yksi kisitteinen stabiili steady state takaa yksikésitteisen tasa-
painon (ja myos sen olemassa olon). Yksi kiisitteinen tasapaino tarkoittaa, ettd muuttujilla
on vain yksi aikaura, joka toteuttaa tasapainon. Ylipdatadin makromalleissa tasapainon ole-
massa olon ja sen yksikésiteisyyden osoittaminen on keskeisté. Kun tasapaino on yksikésitteinen,
voidaan hyvilla mielin siirtyd laskemaan siirtyméuraa eri steady state:n vililla (kohta 3.), kos-
ka tiedetéén, ettd uria, joista ollaan kiinnostuneita, on vain yksi. Tarkastellaan edella lueteltuja

vaiheita hieman tarkemin ldhinnd Solow’n mallin puitteissa.
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2.6.1 Steady state

STEADY STATE:l4 tai lepotilalla tarkoitettaan padoman (per efektiivinen tyontekijd) aikauraa,

jossa
k(t) = k. Vt. (41)

Siis, tallad uralla k(t) saa jonkin vakioarvo k.. Voidaan myos ajatella, ettd steady state:id tar-
kasteltaessa tarkastellaan talouden pitkin aikavilin kayttaytymistd, koska uskotaan, ettéd talous
lopulta aina palaa steady state:iin (katso seuraava kohta). Joskus puhutaan myos pitkén aikavélin
tasapainosta tai steady state -tasapainosta, mutta on hyvd muistaa, ettd mallissa tasapaino on

taattu kaikilla ¢:n arvoilla.

Oletetaan, etté talous on lepotilassa, jolloin ky:n ollessa vakion on k(t) = 0. Sijoitetaan tdmé ehto

yhtaloon (39)
0=sf(ke) = ku(0+n+g) = sk — k(6 + 1+ 9g) (42)

Nyt voidaan k, ratkaista helposti:

kG d+n+g
e (43)
o+n+ o S o
b = (9> :<> | (44)
5 0+n+g

Steady state on siis parametrien funktio, ja télla paddoman tasolla (per effektiivinen tyon tekija)
sen “kuluminen” on yhté suurta kuin sithen tehtévét lisiykset, jolloin k() pysyy arvossa ki V t.
Selvdd myoOs on, ettd steady state muuttuu, jos jokin steady state:n maardévistd parametreista
muuttuu. Téssé tapaukssa steady state:n olemassa olo ja yksi kiisitteisyys (Huom! ei tasapainon)
voidaan suoraa osoittaa laskemalla, mutta myos yleisempi tapaus todistus on mahdollinen. Liséksi

tunnilla keskustellaan tilanteista, joissa on monta steady state:& tai ei yhtaan.

12



2.6.2 Steady state:n stabiilisuus ja tasapainon olemassa olo

Nyt tiedetéén, ettd steady state on olemassa, mutta miten talous kiyttad sen ymparilla. Mallin
kiyttaytyminen stady state:n ympéristossa on térkedd, koska tasapaino on maaritelty kaikille
k(t):n arvoille, eikd vain tilanteessa k(t) = k.. Tilanne, jossa k(t) # k. on mahdollista kahdesta

eri syysta:
1. Léhtopiste k(0) # k..
2. Jokin parametreista, joka méiirid steady statemn muuttuu, jolloin kYarha £ guusi

Seuraavassa oletetaan, ettd vain yksi steady state on 16ytynyt. T&ll6in tasapaino on olemassa, jos
annettuna k(0) on vain yksi ura, joka toteuttaa tasapainon. Siis, on vain yksi ura joka toteut-
taa yhtalon (39). Téssd tapauksessa riittdd se, ettd osoitetaan: k(t):n uran aina konvergoituvan
pisteeseen ki (eli k(t) — k). Tami toteutuu, jos steady state on stabiili. Stabilisuus voidaan

osoittaa lokaalisti tai globaalisti.

Lokaali stabilisuus Yleisesti, jos g(z) on differoituva, ja g(x) = 0. Niin tilanteessa ¢'(z.) < 0
on yhtalo #(t) = g(x(t)) lokaalisti stabiili z,:n ympérilld. Siis, jos deviaatiot steady state:sté ovat

pienié, palaudutaan aina takaisin ko. pisteeseen = Steady state on lokaalisti stabiili.

Globaali stabilisuus Kysymys on, jos talous ldhtee mistd tahansa pisteestd kg, mihin se paa-
tyy? Jos systeemi on globaalisti stabiili, vastaus on: aina pisteeseen k,. Tamé ndhddéan helposti

tarkastelamalla yht&loa (39):

o Kun k(t) = k. on sf(k(t)) = k(t)(0+n+g). Koska f” < 0, niin tilanteessa k(t) > k. seuraa,
etti sf(k(t)) < k(t)(6 +n+g) eli k(t) < 0. Tilanne on piin vastainen tilanteessa k(t) < k.,
jolloin k(t) > 0. Siis, mistd tahansa pisteesti k(0) € (0, 00) paidytéin aina pisteeseen ky />
Siis, aloittamalla milld tahansa pisteelld k(0), k(t) — k.

e Kirjoitetaan yhtélo (39) viela seuraavsti: % = sk(t)*~! — (6 +g+n). Nyt k(t)m kasvuaste

on LHS:1la, ja piirtdmalla kuvio ndhd&én konvergoituminen selvésti.

30n mahdollista osoittaa, etti k(0) = 0 on steady state, mutta suljetaan se pois tarkastelusta.
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2.6.3 Siirtymaéura, log-linearisointi ja konvergenssi

Nyt tieddmme, etta steady state on olemassa ja tasapaino on yksi késitteinen, joten siirtymié eri
steady state:ien vélilld voidaan mielekkéésti tarkastella. Steady state riippuu sen méaérittelevista
parametreistd (katso yhtdlo (44)), ja muutos parametreissa johtaa steady state:n muuttumiseen,
mutta mikd on k(t):n ura niiden kahden steady state:n valilla? Muuttujien uraa kahden steady
state:n valilla kutsutaankin muuttujien siirtymauraksi. Tietenkin talous on edelleen tasapainossa

my0s siirtyméauralla.
Perusteita siirtyméauran ratkaisuun:

e Malli antaa k(t):n litkeyhté&lon (39) eli differentiaaliyhtilon, mutta nyt ollaan kiinnostuineita
siitd, mikd k(t) toteuttaa differentiaaliyhtdlon (39). Ratkaisu on siis yhtéld, joka riippuu

eksogeenisista muuttujista (k(0)) ja parametreisté seké ajasta t.

e Tama yhtalo antaa k:n arvon, joka ajan hetki. Ei-dynaamisissa taloustieteen malleissa rat-

kaisu on useasti jokin piste, mutta téssa ratkaisu on funktio: funktio ajan ¢ suhteen.

e Yleisesti ei-lineaarisia dynaamisia malleja ei pystytd ratkaisemaan ilman numeerisia mene-

telmid eli suljetunmuodon ratkaisua ei ole. Tosin Solow’n mallissa télldinen kuitenkin 16ytyy.

e Tiassa keskitytadn kuitenkin approksimatiivisiin ratkaisun 16ytymiseen, koska samaa mene-
telméd kiytetddn jatkossakin. Eli ei-lineaariset yhtélot linearisoidaan kiyttdmalld Taylor-

approksimaatiota steady state:n ymparilla.
e Tamén jilkeen lineaariselle differentiaaliyhtélolle ratkaisu on suht’ helppo 16ytaé.

Aloitetaan yhtélon (39) log-linearisoinnilla (Romer:n kirjassa kiytetddn linearisointi ilman logarit-
meji). Tekemélld log-linearisointi linearisoinnin sijaan, voidaan muutokset muuttujassa ilmaista
muuttujan prosenttuaalisena erona sen steady state -arvosta, ja k:n tason sijaan voidaan vastausta

tulkita k:n kasvuasteena. Talloin paastadan mittayksikko vapaaseen tarkasteluun.
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1. Aluksi yhtélod (39) manipuloimalla saadaan se logaritmiseen muotoon

k(t) = sk*—(6+n+g)k(t) (45)

kt) o

ORE sk(t)* ' = (6 +n+g) (46)
dloitk(t) = se”Um@ogk®) _ (51 4 g) (47)

K(t) = se~(=0kO _ (54 n 1 g), (48)

missé k(t) = log k(t).

2. Seuraavaksi ota 1. asteen Taylor approksimaatio l%(t):stéi steady state:n ke ympéarilla. Huom!

Nyt dervioitava muuttuja on k(t). Siis,

b))~ se (R (5 g g) 4 s(— (1 — a)e R (B(t) — k) (49)
~~ ~ ~

Jf(fv) f(zo) 1" (o) z—x0

() =~ s(—(1— kS (k(t) — k) (50)

sijoita k, = (6 tntyg ) katso (44)
B(t) ~ — (1= a)(6+n+g)(k(t) — k) (51)
A
MO ~ -\ [l%(t) . k} (52)

Nyt kyseessé on lineaarinen 1. kertaluvun differentiaaliyhtalo.

Nyt A mittaa talouden konvergoitumisnopeutta steady state:iin. Huomaa, ettd LHS on k:n

kasvuaste. Voidaan osoittaa, etta

<
—~
~
N—
X
|
>
<
—~
~
S—
|
<
i
—
o
—~
(@]
w
SN—

3. Ratkaistaan edelld saatu differentiaaliyhtdlo (52). Yhtélo on ei-eksakti differentiaaliyhtald,

mutta kerrottaessa integroivalla tekejilld se muuttuu eksaktiksi. Télloin ratkaisu voidaan
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loytad “suoraan integoimalla”, mutta integroivan tekijéan l0ytamiseksi ei ole olemasa mitaén
yleistd menettelyé, vaan se pitda loytaa tapauskohtaisestiJj Yhtélon (52) integroivatekija on

e, joten kerrotaan yht#lo sillé ja muokataan

M k(1) + Mb(1)] = Ak, (55)

/ N [12(75) +Al%(t)} it = / Mk di (56)
ME(t) +by = ke +by (57)

k(t) = ke+e by — byl (58)

Tama on yhtélon yleinen ratkaisu.

Kaytetaan alkuehtoa, jotta 16ydetdaan eksakti ratkaisu. Kun ¢t = 0, jolloin I%(O) = l%g, saadaan
yhtalosta (58)

/%0—/%*:bl—boﬁkozbljak‘*:bo. (59)
Differentiaaliyhtdlon eksakti ratkaisu on siis

B(t) = hete [12:0 - k] tai (60)
At

k(t) = m(ﬁ)e (61)

2.6.4 Yhteenveto

1. Laske steady state ennen pysyvaa parametrin muutosta eli laske £(0). Tama on lahtopiste.
2. Laske steady state parametrin muutoksen jélkeen eli laske k,. Ténne lopulta padadytaan.

3. Linearisoi padoman litkeyhtélo (39) (annettuna muuttuneet parametrit) k,:n ympéristossa.

Johda approksimaatio k:n uralle yliajan eli yhtalo (60).

4. Ratkaise k(t):m ura k(0):n ja k,.:n valilld kiyttamalla yhtdloa (60). Kéyttden k(¢):n arvoja

ntegroivalla tekijalld kerrottaessa voidaan saada ylim#ériisia ratkaisuja tai menettéé ratkaisuja.
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ratkaise loput muuttujat.

3 Solow’n mallin analyysia

3.1 Solow’n diagrammi

-Piirretaén ja analysoidaan tunnilla...

3.2 Mika on talouden kasvuaste Solow’n mallissa?
Solow’n malli on kasvumalli, joten on luonnollista kysyd, mikd on talouden kasvuaste Solow’n
mallin mukaan. Jaetaan tarkastelu kahteen eri osaan:

1. Talous on ns. tasapainotetulla kasvu-uralla (Balanced growth path). Tamé tarkoittaa, etta

talous steady state:ssa.

2. Talous on siirtyméauralla eli steady state:n ulkopuolella.

3.2.1 BKT:n kasvuaste tasapainotettulla kasvu-ura

Mikéa on BKT:n kasvu nopeus, kun talous on steady state:ssi? Yhtélosta (44) saadaan BKT per
efektiivinen tyontekija

o

w_%_»<sya (62)

b+ntg)
T~ (7ers) ®
mnzzig; - A@)<5+Z+g)ﬁ; : BKT per capita (64)
Y(t) = L@puﬂ<5+z+g>ﬁ; . BKT (65)
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e Ottamalla logaritmit ja aikaderivatta ndhdéén, ettd g(¢):n kasvuvauhti on g eli tuottavuuden
kasvuvauhti ja Y (¢):n kasvuvauhti on n + g eli tydvoiman (tai populaation) ja tuottavuuden
kasvuvauhtien summa.

e Mikd on K (t):n kasvuvauhti? Koska k(t) = ﬁ% on vakio, on K (t):n kasvettava yhta

nopeasti kuin A(¢):n ja L(t)m. Eli K (t) kasvaa vauhdilla n + g ja k(t) vauhdilla g.

e Itse asiassa steady state:ssd tai tasapainoisella kasvu-uralla kaikki muuttujat (tulot, tuotan-
to, kulutus, padoma, sdfistdminen ja investoinni) kasvavat vakioiduilla (mutta mahdollisesti
eriarvoisilla) kasvuasteilla — téstd nimitys tasapainoin kasvu-ura (balanced growth path).
Lopulta talous hakeutuu aina télldiseen tilaan, ja Solow’n mallissa edelld mainitut muuttu-
jat kasvavat samalla asteella. Ajattele tilanteita, joissa kasvuasteet ovat positiivisia, mutta

Y:n ja C:n kasvuasteet eri suuria. Mit4 silloin tapahtuisi?

3.2.2 BKT:n kasvuaste siirtyméauralla

Tarkastellaan BKT:n kasvu nopeutta siirtymé&uralla. Aloitetaan BKT:n yhtalostéa

y(t) = k@®)* (66)
g(t) = A(t)k‘(.t)a otetaan log ja aikaderivaatta (67)
ZEQ — g+ a:Eg — g+ ak(t) (68)

e BTK per capita kasvuaste siirymé uralla on g + axk:n kasvuaste ko. hetkella.

e k:n kasvuaste ko. hetkelld saadaan mm. yhtalosta (52).

3.2.3 Yhteenveto

1. Jos maa on kehittyva talous k(t) < k., on BKT per capita:n kasvu nopeampaa kuin g, koska
k(t)
W > O.

2. Jos maan p#adoma on steady state:d korkeampi k(t) > ki, on BKT per capitamn kasvu
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hitaampaa kuin g, koska % <0
3. Jos maa on steady state:ssd k(t) = k,, on BKT per capitamn kasvu g, koska % =0.

u(t) _
O

3.2.4 Mikia on BKT:n kasvuaste g:n muuttuessa?
Tarkastellaan vield tilannetta, jossa tuottavuuden kasvuaste, g, muuttuu. Mitd tapahtuu BKT
g. Ajatellaan, ettd tuottavuus

per capitan kasvuasteelle? Alkuperiisessi steady state:ssé
muuttuu g — ¢’ ja ¢’ > g, jolloin kasvuaste on
gty k()
=g +a——+. (69)
(t)

y(t)

Jatketaan tarkastelua vield muutoksen tapahtumahetkelld t = 0, jolloin pddoma ei viela ole muut-
‘n arvo saadaan sen méaaradvasta yhtalostd erotuksena ennen ja

(

tunut, mutta g on. Talloin %
jalkeen parametrimuutoksen annettuna padoma pisteessa k(0). Siis,
k() sf(k(0)) / sf(k(0)) /
— —(0+n+g))— —(0+n+g)|=9—9g (70)
@|_ =\ 0 K(0)
ko) ko)
() | g gr k(t) | g=g
Sijoitetaan yhtéaloon (69), joka tuottaa
y(t
W = ey -g) ()
9 |,_,
= ag+(l-a)g, (72)

< ¢ eli BKT per capita:n kasvuaste on painotettu keskiarvo kahdesta eri

J(t)

<>

90 | o

jolloin g <
kasvuasteesta. BKT per capita:n kasvuaste ei kuitenkaan heti nouse ¢":n tasolle, koska pasdomaa

pitda kumuloida. Piirretdan tunnilla kuvio tilanteesta.
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3.3 Konvergenssihypoteesi

Stabiilisuuden ja kasvuasteiden tarkastelu suoraan osoitti, ettd malli implikoi konvergenssihypo-

teesin. Tarkastellaan tunnilla my6s ehdollista konvergenssihypoteesia.

3.4 Komparatiivinen dynamiikka ja sddstdmisen muutos

Tarkastellaan koko taloutta aluksi kuvioiden avulla...
Tulokset
1. Pysyva sadstamisasteen muutos ajaa talouden siirtyma uralle.
2. Sddstdmisen kasvu aiheuttaa vain VALIAIKAISEN kasvun Y/L:ss.
3. Lopulta talous palautuu steady state:iin ja Y/L kasvaa vauhdilla g.
Enté kulutus?

Steady state:ssé investoinnit per efektiivinen tyontekija on sédéstdmisen kanssa yhté suuret eli

Sy =iy = k(0 +n+g), jolloin (73)

c*:y*—i*:f(k*)—k*(d—i—n—i—g). (74)

k. on annettu yhtélossd (44), ja merkitddn sitd k.(s,n,g,d). Johtuen siitd, ettd f” < 0 on ¢,
konkaavi funktio s:sté, jolloin voidaan kysyé, milld s:n arvolla ¢ saa maksimi arvonsa. Kysy-
myksessd on yhtalon c.(s) = f(k«(s,n,9,0)) — k«(s,m,9,0)(d + n + g) maksimointi tehtava, ja

valttaméattomat ehdot ovat

%CS* = f'(k«(s,n,g, 6))814:*(5(,92,9, %) _ (6+n+ g)ﬁk‘*(s,az,g, %) =0 (75)
«(s,m,9,0

£/ (5(s.m.0.)) — (8 4+ + ) 200 (76)

(7

Esimerkiksi talld tuotantofunktiolla on yksinkertaista osoittaa, ettd sgoq = o ja yhtélo (44) osoit-
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taa sen jalkeen kyoq:n. Tamé on paddoman KULTAISEN SAANNON osittama taso.% Siis, sdatamisas-
teella s40q kulutus maksimoituu. Jos s > 5444, taloudessa on “liikaa” pddomaa ja télloin puhutaan

DYNAAMISESTA TEHOTTOMUUDESTA.

Koska sdastédmisaste on eksogeeninen, on dynaamisesta tehottumuudesta puhuminen hieman vaa-

rallista. Seuraavilla luennoilla tullaankin ndkemé&éan, etté yleisesti téllaista tehottumuutta ei esiin-

ny.

4 Kasvulaskenta

Yksi Solow’n mallin tai oikeastaan neoklasisen tuotantofunktion sovellutuksista on KASVULAS-
KENTA. Kasvulaskennassa halutaan tietda miten paljon talouskasvusta selittyy eri tuotannonte-

kijoiden kasvun avulla.

Kirjoitetaan neoklassinen tuotantofunktio muodossa:
Y(t) = A K@) L)', (78)

missé voidan ajatella, etta A(t) = A(t)!=%. Otetaan logaritmit ja defferentoidaan ajan suhteen

Y K@) . L) | A®)
m—aK(t)-i-(l a) (t)+ T

(79)

Talouskasvu on siis painotettu (painoina panososuudet) keskiarvo panosten kasvusta -+ tuotta-

vuuden kasvu. BKT per capita taas kasvaa

V) Lo (Kw Lw)\ | A®
Yo L0 a ( — ) + . (80)

(Sijoittamalla Solow’n mallin implikoima paddoman kasvuaste tasapainotetulla kasvu-uralla saa-

daan BKT per capitamn kasvuasteen Solow’n mallissa steady state:ssi.)

SKultaisen sd&nnén nimi tulee raamatuun kultaisesta sd&nnosti: Tee muille niin kuin haluisit heidén tekevin
itsellesi. Taloustermein tamé tarkoittaa, ettd talla padoman/sdastdmisasteen tasolla taataan nykyiselle ja kaikille
tuleville sukupolville sama kulutuksen taso.

21



Nyt huomioitavaa on, ettd Y (t), K(¢) ja L(t) pystytddn mittaamaan datasta, jolloin se mita jaa

jéljelle on teknologian kasvu. Tatd kutusutaan SOLOW’'N RESIDUAALIKSI. Siis,

A _ ¥ K@ B0 (81)

Solow’n residuaaliin tullaan palaamaan suhdannevaihtelujen kohdalla.

Valitaan «, jolloin BKT:n kasvu voidaan jakaa osiin. Kuviossa 1lon esimerkki Suomesta

12% 8%

8% 6%

4%
4%
2% |

0%

0%

Keskiarvot:
.49 BKT kasvu: 3.5%
Panosten kasvu 2% ) )
(painotettu panososuuksilla): (noin)1.5% Keskiarvo: noin 2%
'80/0 T T T T T T T T T T T '4°/o T T T T T T T T T T T
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 00 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 00
——0.3xp oman kasvu+0.7xty llisyyden kasvu = Solow'n residuaalin eli kokonaistuottavuuden kasvuaste

== BKT:n (tuotannon) kasvu

Kuva 1: Kasvulaskenta Suomessa 1948-2003.

Kasvulaskenta on erityisen tarke&d, koska halutaan tietdd, miké on eri panosten muutosten kont-
ribuutio talouskasvuun. Esimerkiksi Suomessa voidaan todeta tuottavuuden kehityksen vastaan
noin 60% talouden kasvusta. Siis, talouskasvu on Suomessa johtunut paljolti siitd, ettd tuotan-
nontekijoitd (pddomaa ja tyovoimaa) on koko ajan kiytetty tehokaammin. 40% talouskasvusta
selittyy taas tuotannon tekijoiden lisdantymiselld. Hieman maltillisempi arvio on noin 50% ja
50%. Huom! Kasvulaskenta ei kuitenkaan kerro, mika on talouskasvun alkuperiinen syy. Tuo-
tantopanokset ovat voineet kasvaa ainoastaan sen takia, ettd tuottavuus on kasvanut. Toisaalta

kasvulaskennalla voidaan selvittda mielenkiintoisia eroja eri maiden valilla.

Monien Aasian maiden talouskasvu nédyttaé johtuvan lahinné panosten kasvusta, esim. Singaporen
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taloukasvusta 70% selittyy paaoman kasvulla! Tama tietenkin antaa kuvan siita, mista lopulta erot
BKT per capitassa johtuvat: liian vihaisistd panoksista vai teknologian riittaméttomséaté tasosta.
Tietenkin politiikkasuositukset ovat nédiden kehittdmiseen erilaiset: Investoinnit péddomaan vai

tuotekehitykseen?

5 Solow’n mallin kiytto/opetukset

Kvantitatiivinen analyysi Miten 10ydén parametrien arvot?
e n = tyovoiman kasvuaste (datasta), esim. 0.01
e g = BKT per capita:n kasvuaste (datasta), esim. 0.02
e s = koko talouden séédstédmisaste s = 1 —  (datasta), esim. 0.2
e 0 = poistot (arvonalennukset) 571( (datasta), esim. 0.05

tyovoimalle maksetut korvaukset : _ 1
BRT , esim. o = 3.

ol —a=

Nyt voidaan edelld olleita yhtaloita kayttamalla tehda helposti kvantitatiivista analyysia.

Kasvufaktat

1. Tasapainotetulla kasvu-uralla BKT kasvaa vauhdilla n + g ja BKT per capita kasvaa vauh-

dilla g. Pitkalld aikavalilla maa saavuttaa aina tasapainotetun kasvu-uran.
2. Tasapainotetulla kasvu-uralla K/Y on vakio.
3. Korko on vakio ja palkat kasvavat asteella g.
4. Tuotannontekiji tulot jakautuvat koko ajan vakioidusti: o padomalle ja 1 — « tyGvoimalle.

Malli implikoi ndmé Kaldorin kasvufaktat. Kuitenkin térkein opetus on, ettd padomaa (K) kas-
vattamalla ei voi talouskasvua nopeuttaa loputtomiin: vertaa Neuvostoliitto, kasvuteoria 50-60-

luvulla, Itd-Aasian maat nykydan?
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Kehitysfaktat

1. Hyvinvointi erot maiden vililla (erot BKT per capita:ssa) johtuvat eroista s, n ja d:ssa (tai

ehkid A:n tasoissa).

2. Pysyvit erot maiden vilisissd kasvuasteissa (BKT per capita) ovat ainoastaan mahdollisia,

jos g:t eroavat maiden valilla.

3. Siirtyméaurat (maiden hakeutuminen uuteen steady state:n) on ainoa selitys kasvuasteiden

lyhyt aikaiselle vaihtelulle.
4. Ehdollinen konvergenssihypoteesi vs. absoluuttinen konvergenssihypoteesi.

5. Saastamis- tai investointiasteen kasvu suhteessa muihin maihin nostaa maan asemaa BKT

per capita jakaumassa. Toisin péin taas tapahtuu, jos n kasvaa.

Alustava yhteenveto Malli implikoi paljon kasvufaktoja oikein ja lisdksi joitakin kehitysfakto-
ja. Malli korostaa teknologian kehityksen térkeytta talouskasvun tuojana. Kuitenkin A(t) oletet-
tiin taysin eksogeeniseksi eli talouskasvu periaatteessa oletettiin malliin, joten mitenkddn hyvaa
vastausta talouskasvulle emme saaneet. Seuraava askel on tehdd A(t) endogeeniseksi = endogee-

ninen kasvuteoria tai uusi kasvuteoria.

Solow’n mallia voidaan laajentaa monin eri tavoin. Tarkastellaan seuraavaksi humaanin pdaoman

lisdamista malliin.

6 Solow’n malli ja humaanipidiaoma

6.1 Malli

Koulutustasot eri maiden valilla vaihtelevat huimasti. Intuitio sanoo ja mikrotason ekonometri-
set todisteet kertovat, ettd koulutetut ihmiset ovat tuottavampia kuin ei koulutetut. Lisatdan nyt
koulutus tai oppineisuus malliin, ja kutsutan tatd humaaniksi paddomaksi. Téssé yksinkertaistetus-

ta esityksessé oletetaan, etté korkeamman humaanin padoman omaavan ihmisen tyon tuottavuus
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on korkeampaa.

6.1.1 Tuotantofunktio

Tuotantofunktion oletetaan Cobb-Douglas muotoon:

Y(t) = K@OH®)"(AMGLE)' " (82)

y(t) = kO*R®)", (83)

missi 0 < o < 1,0 <n < 1jaa+n< 1. H(t) kuvaa nyt taloudessa vallitsevaa humaanin

padoman tasoa (esim. koulutusvuodet), ja sen voi mieltdé samanlaiseksi muuttujaksi kuin K (¢):n.

Pienilld kirjaimilla merkitdén taas muuttujaa per efektiivinen tyon tekija eli x(t) = #(Lt)(t).

6.1.2 Paiomien kumuloituminen

Oletetaan nyt, ettd humaani paddoma saa saman investointimuodon kuin fyysinen pédidoma, ja ne
kuluvat samalla asteella §. Kotitaloudet sédstévit osan s tuloistaan investoidakseen fyysiseen
padomaan ja osa sp tuloista invetoidaan taas humaaniin paddomaan. Tyévoima ja teknologia kas-

vavat eksogeenisilla asteilla n ja g. Padoman kumulointiyhtalot ovat

k(1) = sik(t)*h(6)" — (6 +n + g)k(t) (84)

h(t) = spk(D)*h(t)" — (8 +n+ g)h(t). (85)

Kysymyksessd on kahden differentiaaliyhtialon systeemi (vrt. Ramsey:n malli, joka esitellddn myo-

hemmin).
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6.1.3 Steady state

Ratkaistaan steady state seuraavaksi mallin steady state. Yhtaloistd (84) ja (85) saadaan

1
he = (Wki—a)" (86)
Sk
1
k, = (Whi—n>a (87)
Sh

Sijoita yhtalo yhtaloon (86), joka tuottaa

1 1 0
0 n o lon |
B — ( +n+g>n (6+n—|—g> h*an] (58)
Sk Sh
=
1
Sk a sh l—a| IT-n—a
he = 89
<5+n+g> <5+n+g> (89)
Sijoittamalla yhtalon (89) yhtéloon (87) saadaan
1 e 1—a 1=n
f = (5 o g> ' ( . o )T (90)
Sh d+n+g d+n+g

Ton=a

(91)

() ()
d+n+g d+n+g

Lopuksi voidaan ratkaista tuotanto steady state:ssé eli sijoitetaan yhtélot (89) ja (91) yht&loon

(83), jolloin sadaan y, eli

(i) o)
d+n+g d+n+g

s e s l—a] Ton—a
92
(5+n+g> <5+n+g> (92)
« mn

Sk‘ 1—-n—«a Sh l-n—«a
_ 93
(5—|—n—|—g> (5+n+g> (93)

e k. ja h, arvoista huomataan (yhtalot (91) ja (89)), ettd jos toisen pédoman investoinnit

«
1-n—a

kasvaavat lisdantyy myos toinen, koska 1. padoman lisdys kasvattaa y(t):t4.
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e Yhtélostd (93) ndhdddn, ettd BKT:n taso riippuu nyt ei ainoastaan investoinneista péé-
omaan (siy(t)), mutta myds investoinneista humaaniin pddomaan (spy(t)). Nédiden inves-
tointien téarkeys riippuu parametreista « ja n: mitd korkeampi arvo sité tdarkeampi on ko.

investoinnit paaomaan.

6.1.4 Steady state:n stabiilisuus

e Pystytddn osoittamaan, ettd on olemassa vain yksi steady state (ohitetaan todistus).

e Vaihekaavion avulla tutkitaan stabiilisuutta (ohitetaan) = steady state stabiili = tasapaino

yksikésitteinen.

6.2 Empiirinen sovellus: Maiden viliset tuloerot

Seuraten Mankiw, Romer ja Weil (1992):”A contribtion to the Emprirics of Economic Growth”,
Quarterly Journal of Economics 107: 407-437, voidaan mallilla yrittda selittdd BKT per capita

eroja maiden valill&.

6.2.1 Oletukset

e Otetaan j = 1,...,J maata, ja ajatellaan niiden olevan riippumattomia toisistaan (eristy-

neita saaria).

e Maat ovat steady state:ssd, ja yritetddn etsid syité tasoeroihin BKT per capitassa. Miksi

toiset ovat rikkaita ja toiset kdyhid?

e Teknologia maalle j on A;(t) = Aje9 eli mailla on sama teknologian kasvuaste (g), mutta
lahtotasot eroavat (lej). Tamaé tarkoitta, ettd II-maailmansodan jilkeen ajatellaan maiden
tulojakauman pysyneen vakaana. Liséksi /_1]- = ¢; A, missé ¢;, jota ei pystytéd havaitsemaan,

méadrdd maan j teknologian tason. Tama on tulevassa regressiossa virhetermi ja sen oletetaan

olevan riippumaton muista muuttujista.

e Kaikille j: § + g = 0.05 ja n; on maan populaation kasvuaste.
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e Approksimoidaan sy, ; investointiasteella % ja sp; on taas osuus tyoikdisestd véiestostd, joka

on kiynyt vahintddn 2. asteen koulutuksen.
e Maa kohtaiset muuttujat ovat keskiarvoja ko. maalle.
6.2.2 Estimoitava yhtalo

Oletusten avulla voidaan yhtélo (93) kirjoittaa maalle j:

n

* 8k7] t=n—a 8h7] m
. pu— —_— ) 94
yj (6+nj+g> <5+nj+g> ( )
jolloin per capita BK'T saadaan
~% Y;* A gt ( Sk,j >1—70;—a < Sh,j ) 1—:;]—04 (95)
Yi L~ S+nj+g S+nj+g
logg; = logA+gt+ log sy, ; + log sp,;
—— 1l —7n—-« l—-n—«o
vakio
a+n

Viimeisin yhtélo voidaan estimoida OLS:lla. Selitettavd muuttuja log g on log per capita BKT

vuonna 1985.

6.2.3 Estimoinnin tulokset
e Rajoitettu estimointi, jolloin 7 = 0, antaa a = 0.6. Datassa yleisesti 0.3-0.4. Ilman humaania
padomaa malli yliarvioi a:n suurusen.

e Rajoittamaton estimointi: o ~ 0.3 ja n =~ 0.3. Koska selitysaste noin 0.7, humaanipd&doma

selittda huomattavan osan tuloeroista maiden vélilla.

e Tulos tarkoittaa, ettd teknologian tasoilla suhteellisen rajattu rooli pitkdn aikavélin tuloe-

roissa, jolloin erot selittyvéit eri investointiasteilla fyysiseen ja humaaniin padomaan.
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e Voidaan osoittaa, ettd konvergoitumis nopeus on nyt A = (1 —a —n)(d +g+n) =0.024 =
2.4%. Tama vastaa datassa havaittua, joten humaanilla paaomalla laajennettu Solow’n malli
pystyy selittdméan datassa havaitun konvergoitumis nopeuden. Téméan takia joskus stan-
dardi Solow’n mallissa kiytetddn arvoa a = 0.75, jolloin ajatellaan pddoman laajennettua

kisitetta (fyysinen+humaani).

6.2.4 Kritiikkia estimointi tuloksia vastaan

e Mahdollinen puuttuvan selittdjan harha. Sama tekijé, mikd saa maan kehittdméan tekno-

logiaa (A; = ¢;A), todendkoisesti johtaa my0s korkeisiin investointiasteisiin sy ; ja sp ;.

Talloin ndiden estimaatit ovat ylospain harhaisia.

e Kausaalisuus ongelmat. Korkeampi Aj johtaa myos suurempaan insentiiviin investoida, jol-

loin sy, ; ja sp; ovat endogeenisiamuuttujia eivitkd eksogeenisa.

e Regression tulokset implikoivat liian suuria tuottoja koulutukselle, kun niitd verrataan mik-
rodatasta havaittuihin tuottoihin. Téma todennékoisesti johtuu edelld mainituista syista eli

regressoreiden ja €;:m korrelaatiosta, joka johtaa 7:n ylospéin harhaiseen estimaattiin.

e = Kdell ollut tulos onkin kyseenalaistettu yleisesti.

7 Viimeiset sanat talouskasvusta

Ennen kuin siirryn Ramsey:n malliin on hyva tehdé yhteenveto taloukasvusta ja Solow’n mallista.

e Kasvulaskennalla pystytadn selvittdméaan talouskasvun lidhteet < erot panosten kasvuas-

teissa pitkalla aikavalilld johtavat suuriin hyvinvointi eroihin.

e Kasvulaskenta ja Solow’n malli: kokonaistuottavuuden kehitys tdrkead. Toisaalta, esim. kou-
lutustasot mahdollisesti téarkeita (katso edelld). Minne pistéisi katsoa, kun hyvinvointieroja
yritetadn selittdd? Konsensus (ehkd): Humaanin ja fyysisen padoman erot ei lopuilta niin

tarkeita, vaan suurin osa BK'T per capita eroista selityy, joko teknologian tasoeroilla tai
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eroilla jopa sen kasvuasteissa.

Teknologian kehittdmisen analysointi ja sen hyviksyminen/kiyttoon otto on keskeista ta-
louskasvun ymmartédmisen kannalta. Teknologia voidaan ymmartdd hyvin laajana, johon

kuuluu esim. markkinoiden oragisointi ym.

Solow’n mallin opetukset ovat rajoittuneita: maa on kdyha, koska silla on alhainen tekno-
logian ja paddoman (fyysinen ja humaani) tasot. Toteamus on sama kuin sanoa, ettd koyhét
ovat koyhid, koska heilld on vihéan rahaa. Kuitenkin Solow’n malli opettaa kausaaliset syyt

kehityseroille maiden suhteen, mutta lopullista vastaus ei saada.

Endogeenisella kasvuteorialla voidaan malllintaa teknologian kehittymista, mutta tdmakaan

ei vield ole taysin tyydyttavaa.

Fundamentaalisia syitd maiden eroille késiteltiin talouskasvun slideissa: miksi jonkin maa
“valitsee” alhaisen humaanin pddoman tason? Tai, miksi maa valitsee instituutiot, joissa

teknologia/tuottavuus ei kehity?
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A Taylor approksiomaatio

A.1 Taylorin teoreema

Hyvin yleisesti kdytetty funktion approksimointi menetelmd on ns. Taylorin teoreema (Taylor
approksimaatio, Taylorin sarjakehitelmi). Funktio f on jatkuva ja n-kertaa derivoituva valilla

[a, b]. Liséksi zg € [a, b], silloin

f// (xo)

f" (o)

(x —20)* + -+ o

f(x) = f(xo) + f'(w0)(x — 20) +

(x —zo)" + O, (A1)
missd f™(zg) on funktion n:nen derivatan arvo pisteessd zo ja O kuvaa korkeamman asteeen
termejéd (approksimaatio virhe) = 0.

Monen muuttujan tapauksessa Taylorin teoreema on seuraava:

f(x) = f(xo)+ Z ggﬁ (x0)(zi — zip)

’51:1 Zk 1
k+1
+O([lx — =0l "), (A2)
missé x on k-ulotteinen vektori, x = [x1, x2, ... ,xk]/ ja x¢ on vektorin arvo pisteesséd x; o kaikille

i=1,2,.... k.

Makrossa useasti kiytetddn lineaarista — eli 1. asteen — aproksimaatiota ei lineaarisesta yhtélo-
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ryhméstéd. Otetaan esimerkiksi ei-lineaarinen yhtaloryhmaé, jossa on n muuttujaa ja m yhtaloa:

y1 = f1(331,962,---,36n),
= T1,22,...,%p),

yo e T Pl ) (A3)
ym = fm(x17x27"‘7‘rn)'

Nyt voidaan soveltaa Taylorin teoreemaa jokaiseen f:n komponenttiin, jolloin saadaan lineaarinen

kuvaus yhtlaloryhmaé f:sté pisteessa xq eli
y =~ f(x0) + J(x0)(x — x0), (A4)

missé J on Jacobin matriisi pisteessa xq eli

J(xo) = : . : missé (A5)

M (x0)  f3'(x0) ... f3'(%0)

3fi($1,0, x20--- ,Cﬂn,o)

fixo) = oz,

A.2 Taylorin approksimaatio kiytannossa

Taylorin teoreema sanoo, ettd tietyssé pisteessd voidaan kayttdd funktion derivaatan antamaa
informaatiota siten, ettd funktiota voidaan aproksimoida polynomi-funktiolla tietyssa pisteessé.

Tata havainnollistetaan kuviossa Al.

Kuviossa Al on funktiosta
f(x) = —690.59 + 3202.42 — 5739.4522 + 4954.20°% — 2053.6x* 4 327.1° (A6)

laskettu 1-5 asteen Taylor approksimaatio pisteessd x = 1. Pisteen laheisyydessid approksimaatio
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Kuva Al: 1-5 asteen Taylor approksimaatiot kehitetty pisteessi = = 1. Katkoviiva antaa alkuperaisen
funktion ja yhtendinen viiva Taylor approksimaatiot.

on tarkka, mutta kauemmas mentéessé tarkkuus huononee. 5:n asteen approksimaatio osoittaa
Taylorin teoreeman kiytdnnossi: ainoastaan kidyttdmélla pisteessd x = 1 olevaa informaatiota

koko funktio pystyytdan selvittdméaan tietylad valilla.

Kuvio [A2 osoittaa taas, ettd Taylorin sarjakehitelm#in ei pidé luottaa sokeasti. Varsinkin kor-

keamman asteluvun approksimaatiot voivat aiheuttaa ikavia yllatyksia.

Kuviossa A2 on funktiota f(z) = logx approksimoitu pisteessi z = 1 kiyttiden 1-4 ja 25 kerta-
luvun Taylorin sarajakehitelmia. Pisteen ymparistossa approksimaatio paranee, mutta sen ulko-
puolella korkeamman asteen (varsinkin 25) tekevét suuren virheen. Siis, korkeamman asteluvun
approksimaatiot parantavat tarkkuutta pisteen ympéristossa, mutta approksimaatio voi olla to-
della huono, vaikka oltaisiin vield suht’ lahelld pistettd. Hyvin usein onkin kysymys tarkkuuden

ja robustisuuden vélisestd valinnasta.

Taloustieteessd varma valinta on kiyttda 1. asteen approksimaatiota, mutta joiden kysymysten
tarkastelu vaatii 2. asteen approksimaation, koska t&lloin saadaan muuttujien varianssi huomoi-
tua. Kayttamalld 1. asteeen approksimaatiota ei ainakaan luo uutta steady state:4 malliin, joten

suosittelen ainakin aluksi kiyttdmé&an sité.
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Kuva A2: 1-5 ja 25 asteen Taylor approksimaatiot kehitetty pisteessi x = 1 logaritmi funktiolle. Katkoviiva
antaa alkuperéisen funktion ja yhtendinen viiva Taylor approksimaatiot.
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